
� 第 6期
2006年 6月

电 � � 子 � � 学 � � 报
ACTA EL ECTRONICA SINICA

Vol. 34 � No. 6
Jun e� 2006

�

k 元 de Bruijn 序列的反馈函数的一个升级算法
朱士信,孙 � 琳

(合肥工业大学应用数学系,安徽合肥 230009)

� � 摘 � 要: � 本文定义了 k 个从k 元n 级 de Bruijn�Good 图到 k 元n - 1级 de Bruijn�Good 图的满同态映射 D a ,

利用这些同态映射,我们证明了 n 级非奇反馈函数 f ( x 1 , x 2 , �, x n )与以 D a ( G f )为状态图的 n - 1 级非奇反馈函数

g ( x 1 , x 2 , � , x n�1 )的一个关系定理, 给出了 k 元 de Bruijn 序列的反馈函数的一个升级算法,特别当 k = 2, a = 0 时,利

用映射 D 在 Z2 上运算的简单性,本文给出了一个从 2 元 n - 2r 级 de Bruijn 序列反馈函数直接生成 2 元 n 级 de

Bruijn 序列的反馈函数的有效算法.
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An Algorithm for Generating Feedback Functions of k�ary
De Bruijn Sequences by Raising Stage
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Abstract: � k homomorphic mappings f rom k�ary n�st age de Bruijn�Good graph onto k�ary( n - 1)�
stage de Bruijn�Good graph are def ined. By using the homomorph ic mappings, we prove a relational theo�
rem between n�st age nonsingular f eedback funct ion f ( x 1 , x 2 , �, x n ) and ( n - 1)�stage nonsingular feed�
back f unction g ( x 1, x 2, �, x n - 1) , whose stat e graph is D a ( G f ) , and give an algorithm f or generating k�ary
feedback funct ions of n�st age de Bruijn sequences f rom those of ( n- 1)�stage de Bruijn sequences. In par�
ticular, when k= 2 and a = 0, by using the simplicity of mapping D over Z2, we give an ef f ictive algorithm

for generating n�stage f eedback funct ions of de Bruijn sequences f rom ( n - 2
r
)�stage th e feedback func�

tions, where r is a nat ure number.
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1 � 引言

� � De�Bruijn 序列是一类最重要的非线性移位寄存器序
列,它在密码、通信和天文测距等领域内有着非常广泛的

应用,因此如何有效地生成这类序列是一个有着实际意义

的研究问题.由于二元数域 F 2 的运算的简单性,目前已有

大量产生二元 de�Bruijn序列的生成算法,如文献[ 1~ 3] .

但由于一般的有限域和环 Zk 上运算的复杂性, 目前仅有

为数不多的几个产生 k 元 de Bruijn 序列的生成算法
[4~ 6]

.

为了将产生二元 de Bruijn序列的丰富算法应用于产生 k

元 de Bruijn序列,文献[ 7]给出了 de Bruijn 的升元算法.

由于文献[ 1~ 6]中所有算法都是直接产生 n 级 de Bruijn

序列,即便是文献[ 7]中的升元算法,也是从 n 级二元 de

Bruijn序列产生 n 级k 元 de Bruijn 序列,在 n 较大时,上

述所有算法的计算量仍十分巨大. 因此文献[ 8, 9] 给出了

二元 de Bruijn 序列的升级算法,在已知一个级数较低的二

元 de Bruijn序列的反馈函数的条件下,这两个算法都可较

容易给出一个级数较高的二元 de Bruijn序列的反馈函数,

因此这两个算法有实际应用价值.

本文定义了 k 个从 k 元 n 级 de Bruijn�Good图到 k

元n - 1级 de Bruijn�Good 图的满同态映射,利用这些映

射,我们给出了一个产生 k 元 de Bruijn 序列的升级算法,

该算法能从一个 n - 1级 k 元 de Bruijn 序列的反馈函数

直接生成 k 个 k 元n 级 de Bruijn 序列的反馈函数;进而

给出了一个从 2元 n - 2r 级 de Bruijn 序列反馈函数直接

生成 2元 n 级 de Bruijn序列的反馈函数的有效算法.

2 � 同态及其性质

� � 设 k 为大于 1的自然数,记 Zk = { 0, 1, 2, �, k - 1},

Zn
k= { ( a 1, a 2 , �, a n ) a i  Zk , i = 1, 2, �, n } .称由 k n 个

顶点( a 1 , a 2, �, a n )  Zn
k 及k n+ 1条有向弧( a 1 , a 2, �, a n )

!( a 2, a 3 , �, a n+ 1 )组成的有向图为 k 元n 级 de Bruijn�
Good图, 记为 G n . 并称 ( a 1, a 2 , �, a n ) 是 ( a 2, a 3 , �,

a n+ 1)的一个先导状态, ( a 2, a 3 , �, a n + 1 ) 是( a 1 , a 2, �,

a n )的一个后继状态, ( b 1 , a 2, �, a n )与( b 2, a 2, �, a n )为

共轭状态,其中 b 1 ∀b 2.如果从G n 到G n�1的映射 f 满足:
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当 A 是B 在G n 中的后继状态时, f ( A )是 f ( B )在 G n�1中

的后继状态,则称 f 是G n 到G n�1的同态映射,简称同态.

对 �( a 1 , a 2, �, a n )  Zn
k , �a  Zk ,定义 G n 到G n�1

的映射 D a 如下:

D a (a 1,a 2, �,a n )= (a 2- a 1+ a ,a 3- a 2+ a , �,a n- a n�1+ a)

由定义立即可得下述结论:

引理 1 � 对 � a  Zk , 映射 D a 都是G n 到 G n�1的满同

态;且对�B = ( b 1 , b2 , �, b n )  G n�1 , 则在 G n 中恰好有k

个状态A j = ( j , j + b 1- a , j + b 1+ b2- 2a , �, j + b 1+ b 2+

�+ b n�1- ( n - 1) a )满足 D a ( A j ) = B , j = 0, 1, �, k - 1.

称满足引理 1 中的同态映射为 k - 1 同态. 设 C = a 1 a 2

�a t �为一个周期为 t 的n 级移位寄存器序列, 记它在 G n

中对应的圈为C = [ a 1 , a 2 , � , a t ] , 并称圈 C 上所含不同状

态的个数t 为圈长. 称W ( C ) = a 1+ a 2+ �+ a t ( mod k )为

圈 C = [ a 1 , a 2 , �, a t ]的分类重量. 当 k = 2 时, W ( C ) = 0 或

1 分别是指圈 C 的 H amming 重量为偶数和奇数.

引理 2� 设 C 1= [ a 1 a 2 �a k n�1 ]是 G n�1中圈长为 k n�1的

极大圈,则在 G n 中恰好有k 个长为k n�1的两两无公共顶点

的对偶圈

P jC = [ j , j + a 1- a , j + a 1+ a 2- 2a , �, j + a 1+ a 2+ �

+ a k
n�1

- 1- ( k n�1- 1) a ]

满足 D a ( P jC ) = C 1 , j = 0, 1, �, k - 1.

证明 � 由于 C 1 是 C n�1中圈长为 k n�1的极大圈, 故 a 1+

a 2+ �+ a k n�1 # 0( mod k ) ,即

a k
n�1 = - ( a 1+ a 2+ �+ a k

n�1
- 1 ( mod k )

故 D a ( P jC ) = [ a 1 , a 2 , �, a k n�1 ] = C 1 , 且容易证明 P jC

都是G n 中长为k n�1的圈, j = 0, 1, �, k - 1. 下面再证明 P jC

与P j1
C 没有公共顶点, j ∀ j 1. 设

b = ( a 1+ a 2+ �+ a t + j - ta , a 1+ a 2+ �+ a t + 1+ j - ( t +

1) a , �, a 1+ a 2+ �+ a t+ n- 1+ j - ( t + n - 1) a )  P jC

c= ( a 1+ a 2+ �+ a s + j 1- sa , a 1+ a 2 + �+ a s + 1+ j 1- ( s

+ 1) a, �,a 1+ a2+ �+ a s+ n- 1+ j 1- ( s+ n- 1)a )  Pj1
C

如果 s= t , 则显然有 b ∀ c . 假设 b = c , 则 s ∀ t .不妨设

k n�1 ∃t > s∃1,则可得方程组

a s+ 1+ �+ a t + j - j 1- ( t - s) a = 0

a s+ 2+ �+ a t + 1+ j - j 1- ( t - s) a = 0

���
a s+ n+ �+ a t + n - 1+ j - j 1- ( t - s ) a= 0

解得 a s+ 1= a t + 1 , � �, a s+ 2= a t+ 2 , a s+ n - 1= a t+ n- 1.

即( a s + 1 , a s + 2 , �, a s + n- 1 ) = ( a t+ 1 , a t+ 2, �, a t + n- 1 ) .

此与 C 1 是极大圈矛盾, 故 P jC 与 P j
1
C 没有公共顶点. 再根

据 D a 是k - 1 同态知,在 G n 中恰好有k 个长为k n�1的两两

无公共顶点的对偶圈 P jC 使D a ( P jC ) = C 1 , j = 0, 1, �, k -

1.

当 k = 2 时, 由于 C n�1中圈长为 2n�1的极大圈 C 1 的

Hamm ing重量为偶数, 故由文献[ 10]知, 在 G n 中恰有 2 个

圈长为 2n�1 的两两无公共顶点的对偶圈 P j ( C ) 满足

D a ( P jC ) = C 1 , j = 0, 1.因此, 本引理是文献[ 10]的结论的推

广.

引理 3 � 设以 f ( x 1 , x 2 , �, x n )为反馈函数的 n 级非奇

移位寄存器的状态图为G f , 以 D a ( G f )为状态图的 n - 1 级

非奇移位寄存器的反馈函数为 g ( x 1 , x 2 , �, x n�1) ,则

f ( x 1 , x 2 , �, x n ) = g ( a 2- a 1 + a , a 3- a 2 + a , �, a n - a n�1

+ a ) + a n - a

证明 � 参考文献[ 10]中 140 页定理 2 的证明.

3 � de Bruijn序列的升级算法

� � 对 �x , y  Z k ,规定 x ( y ) =
1, x = y

0, x ∀ y
, 则对 �a 1, a 2,

�, a n  Z k ,有 x ( a 1 )
1 � x ( a 2 )

x � � � x ( a n )
n = 1的充要条件是

( x 1 , x 2, �, x n ) = ( a 1 , a 2, �, a n ) .

引理 4 � 设 G f 是非奇反馈函数 f ( x 1 , x 2 , �, x n )的状态

图, �1 , �2 分别是 G f 中圈长为 l 1 , l 2 的两个不同的圈 , 如果

A j = ( b j , a 2 , �, a n )  �j , j = 1, 2,其中 b 1 ∀ b2 , 则

g ( x 1 , x 2 , �, x n ) = f ( x 1 , x 2 , �, x n ) + ( f ( A 2 ) - f ( A 1 ) )

% ( x ( b
1
)

1 - x ( b
2
)

1 ) x (a
2
)

2 �x (a
n
)

n

是非奇异的,且 g ( x 1, x 2 , �, x n )将 A 1 与 A 2 在 G f 中的后

继状态互换,并保持其他所有状态的后继不变, 即 g ( x 1 , x 2 ,

�, x n )将 G f 中的圈�1 与�2 合并成了一个圈长为 l = l 1+ l 2

的圈,并保持其余圈不变.

证明 � 对�A  Z n
k , 如果 A ∀ A j , j = 1, 2, 则 ( x ( b

1
)

1 -

x ( b
2
)

1 ) x (a
2
)

2 �x (a
n
)

n = 0,故 g ( A ) = f ( A ) ; 又 g ( A 1 ) = f ( A 1 )

+ ( f ( A 2 ) - f ( A 1 ) ) % 1 = f ( A 2 ) , 且 g ( A 2 ) = f ( A 2 ) + ( f

( A 2 ) - f ( A 1 ) ) % ( - 1) = f ( A 1 )即 g ( x 1 , x 2 , �, x n )将 A 1

与 A 2 在 G f 中的后继状态互换, 且保持其他所有状态的后

继状态不变,从而得证引理. 证毕

定理 1� 设 n ∃3,设 f n�1 ( x 1 , x 2 , �, x n�1 )是 n - 1 级 de

Bruijn 序列的反馈函数,对� a  Zk , 则 f n ( x 1 , x 2, �, x n ) =

f n�1( x 2 - x 1 + a , x 3 - x 2 + a , �, x n - x n�1 + a ) + x n - a

+ &
k- 2

j = 1

( f ( j - 1, j , �, j + n - 2) - f ( b j , j , �, j + n - 2) )

( x bj1 - x ( j- 1)
1 ) x ( j )

2 x ( j+ 1)
3 � x ( n + j- 2)

n 为一个n 级 de Bruijn 序

列的反馈函数,

其中 b 1 满足 f n�1 ( a + 1- b 1 , a + 1, �, a + 1) = a + 1, b j

= b 1+ j + 1, j = 2, 3, �, k - 1.

证明 � 由于 f n�1( x 1 , x 2, �, x n�1 )是 n - 1 级 de Bruijn 序

列的反馈函数,故其状态图 G f n�1是 G n�1中的一个极大圈, 设

为 C 1= [ a 1 a 2 �a kn�1 ] ,由引理 2 知,在 G n 中恰好有k 个无

公共顶点的长为k n�1的对偶圈 P jC = [ j , j + a 1 - a , j + a 1+

a 2- 2a , �, j + a 1+ a 2 + �+ a k n�1 - 1 - ( k n�1 - 1) a ]满足

D a ( P jC ) = C 1 , j = 0, 1, �, k - 1,则 k 个对偶状态A = P 0A

= ( 0, 1, �, n - 1) , P 1A = ( 1, 2, � , n ) , �, P k�1 A = ( k - 1,

0, �, n - 2) ,恰好在这 k 个对偶圈上.不妨设 A  P 0C = C ,

则 P jA  P jC , j = 0, 1, �, k - 1.

由引理 3 知,以 C , P 1C , �, P k�1C 为状态图的非奇反馈
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函数为h ( x 1 , x 2 , �, x n ) = f n�1 ( x 2- x 1 + a , x 3- x 2+ a , �,

x n - x n�1+ a ) + x n - a . 设在圈 P jC 上P jA = ( j , j + 1, �, j

+ n - 1)的先导状态为 A j = ( b j , j , j + 1, �, j + n - 2) , 即 h

( b j , j , j + 1, �, j + n - 2) = j + n - 1,则 h ( b j , j , j + 1, �, j

+ n - 2) = f n�1 ( j - b j + a , a+ 1, a + 1, �, a + 1) + j + n - 2

- a = j + n - 1.从而, f n�1 ( j - b j + a , a + 1, a + 1, �, a + 1)

= a + 1.由于 f n�1 ( x 1 , x 2 , �, x n�1 )是非奇的, 故 j - b j + a = j

+ 1- b j+ 1+ a ,则 b j = b j + 1- 1, j = 2, 3, �, k - 1. 其中 f n�1

( a + 1- b1 , a + 1, a + 1, � , a + 1) = a + 1.

由于圈 P j�1C 上状态P j- 1A 与圈P jC 上状态A j 为共轭

状态,故交换 P j�1A 与A j 的后继,并保持其他状态后继不变,

j = 1, 2, �, k - 1,由引理 4 知, 则将圈合 P 0C , P 1C , �, P k�1

C 合并成了 G n 中一个圈长为k % k n�1= k n 的极大圈,从而

以此圈为状态图的反馈函数 f n ( x 1 , x 2 , �, x n )产生级 de

Bruijn 序列.且 f n ( x 1 , x 2 , �, x n ) = f n�1( x 2- x 1+ a , x 3- x 2

+ a , �, x n - x n�1 + a ) + x n - a + &
k- 2

j = 1

( f ( j - 1, j , �, j + n

- 2) - f ( b j , j , �, j + n - 2) ) ( x b j1 - x ( j�1)
1 ) x ( j )

2 x ( j + 1)
3 �

x ( n+ j- 2)
n

如果已知一个 n - 1 级 de Bruijn 序列的反馈函数 f n�1

( x 1, x 2, �, x n�1 ) ,对� a  Zk , 由定理 1 知,只要由 f n�1( a + 1

- b 1, a + 1, a + 1, �, a + 1) = a + 1 求出 b 1 , 则可直接写出

一个 n 级 de Bruijn 序列的反馈函数.由于 b 1  Zk , 则最多计

算 k 次函数值 f n�1 ( a + 1- b 1 , a + 1, a + 1, �, a + 1)便可求

出 b 1 .因此利用定理 1 由一个 n - 1 级 de Bruijn 序列的反馈

函数,最多只要 k 次计算便可求出一个n 级 de Bruijn 序列的

反馈函数,因此该算法快速有效. 由于 a 有k 种不同的取值,

故由定理 1 可产生 k 个n 级 de Bruijn 序列的反馈函数. 在 k

= 2, a= 0 时, 由于映射 D 的运算的简单性, 下面给出一个 2

元 de Bruijn 序列一个有效的升级算法.该算法从一个 2 元 n

- 2r 级 de Bruijn 序列反馈函数直接生成 2元 n 级 de Bruijn

序列的反馈函数.

定理 2� 设 r 是非负整数, 2r < n , 记 D i ( x 1 , x 2 , �, x n )

= ( t i1
, i t2

, �, i t n�1 , i = 0, 1, �, 2r - 1, e 2  Z2 , e j+ 1= e j +

1, j = 2, 3, �n - 1. f n�2r ( x 1 , x 2 , �, x n�2r )是 2 元 n - 2r 级 de

Bruijn 序列的反馈函数, 则 f n ( x 1 , x 2 , �, x n ) = f n�2r ( x 1 +

x 2r + 1 , x 2+ x 2r + 2 , �, x n�2r + x n ) + x n�2r + 1 + &
2r- 1

i= 0

t e2i
2
t e3i

3
� t e n�ii n�i

是 2 元 n 级 de Bruijn 序列反馈函数.

证明 � 易证得: D 2
r

( x 1 , x 2 , �, x n ) = ( x 1 + x 2
r

+ 1 , x 2 +

x 2
r
+ 2, �, x n�2 r + x n ) , 根据定理 1, 用归纳法立即得证定理 2.

根据定理 2, 若 f m ( x 1 , x 2 , �, x n )是 2元 m 级 de Bruijn

序列反馈函数,要构造 2 元 n = m + 2 r 级 de Bruijn 序列反馈

函数,只要计算出 D i ( x 1 , x 2 , �, x n ) , i = 0, 1, �, 2 r ,则可直

接写出 n 级 de Bruijn 序列反馈函数,而 D i ( x 1 , x 2 , �, x n )

的计算非常简单.因此,定理 2 是 2 元 de Bruijn 序列反馈函

数的一个有数的升级算法,最后给一个具体例子:取 2 元 2 级

de Bruijn 序列反馈函数 f 2 ( x 1 , x 2 ) = x 1+ 1,取 r= 1,由于

� � D( x 1 , x 2 , x 3, x 4) = ( x 1+ x 2, x 2+ x 3 , x 3+ x 4) ,

� � D 2 ( x 1 , x 2 , x 3 , x 4 ) = ( x 3+ x 1 , x 4+ x 2 ) ,

取 e 2= 1,则由定理 2 得 4 级 2 元 de Bruijn 序列反馈函

数为

� f 4 ( x 1 , x 2 , x 3 , x 4 ) = f 2 ( x 3+ x 1 , x 4+ x 2 ) + x 3+ x 2 x 3 x 4

� + ( x 2+ x 3 ) ( x 3+ x 4 )

= x 1+ x 2+ x 3+ x 2 x 3 x 4
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